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Diferentes Ferramentas e Respectivos Dominios

Ferramenta t w

Série de Fourier continuo | discreto
Transformada Integral de Fourier | continuo | continuo
Transformada Discreta de Fourier | discreto | discreto

t & a coordenada temporal
w =27/ T é afrequéncia angular.

O mesmo se aplica para as coordenadas
x (distancia) e
k = 27 /X (ndmero de onda)



Funcoes Ortogonais



Produto Interno de duas fungoes f e g
b
(t.9)= [ 1) 9(x) ox
a
se (f,g) = 0 entdo f e g sdo ortogonais no intervalo [a, b]
— sdao linearmente independentes. Conjunto

Ortogonal

b
(G Gn) = / Im(X) Gn(X) X = Ay

E ortonormal se A = 1. (dmn delta de Kronecker)



Conjunto Ortogonal: Exemplo 1 — senos

gm(x) = sin(mx) m=1,2,... para x € [—m, 7]

b
(9m, Gn) = / sin(mx) sin(nx) dx = momn mn=1.2,...
a

Conjunto Ortonormal




Conjunto Ortogonal: Exemplo 2 — cossenos

fm(x) = cos(mx) m=1,2... para X € [—m, 7]

b
(fm, fn) = / cos(mx) cos(nx) dx = mémn mn=1,2 ...
a
Conjunto Ortonormal
, 1
fm(X) = —= cos(mx) m=1,2,...

N

(1)) = {co;f?x)j coj;x)) coT/(gx) . }




Conjunto Ortogonal: Exemplo 3 — senos e cossenos

gm(x) = sin(mx) fm(x) = cos(mx)

<fm7 fn> = 5mn
(fmgn) = O
<gm7 Qn> = dmn

Conjunto ortogonal

cos(x) sin(x) cos(2x) sin(2x) [ inx
(1o o0 s} (o

n=1,2... P=-1



Série de Fourier



Série de Fourier
Expanséo de f(x) em termos de fungdes ortogonais

f(x) =ap + i [ancos(nx) + bpsin(nx)]
n=1

f(x) fungao qualquer continua em [pi, 7]

1 ™

@ = - » f(x) dx

an = 1 f(x) cos(nx) dx
™ —T

b, = 1 f(x) sin(nx) dx
™

—T

os coeficientes {an, by} representam a fungéo em termos da
base {cos(nx),sin(nx)}



Exemplo

—1 —-T<Xx<0
f(X)_{H O<x<m

a = 2177/ f(x) dx =0
1 T

an = — f(x)cos(nx) dx =0
b, = 1 f(x)sin(nx) dx = 2 (1 — cos(nm))
n — T = nn T

—Tr



Exemplo (cont.)
f(x)

f(x)

% [sin(x) +

sin[(
*Z 2n—1

original

sin(3x) n

sin(5x) n

3
(2n—1)x

)X]

5

5 termos
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15 termos
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100 termos
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0.0

-0.5

-1.0

1.0

0.5

0.0

-0.5

-1.0

-4 -3-2-10 1 2 3

-4 -3-2-10 1 2 3




Funcoes pares e impares

Funcao Par
simétrica com relagao ao eixo y g(—x) = g(x)

_aa g(x)dx =2 /Oa a(x) dx

Funcao impar

simétrica com relagao a origem h(—x) = —h(x)
a
h(x) dx =0

—a

cos(nx) é par

sin(nx) é impar



Séries de Senos e Cossenos

Teorema 1:
A série de Fourier de uma fungao par é uma série de cossenos

f(x)=ap+ i an cos(nx)

n=1

Teorema 1:

A série de Fourier de uma fungao impar € uma série de senos
oo
f(x) =) _ bysin(nx)
n=1

Teorema 1:

Os coeficiente de Fourier de umas soma f; + f» sdo as somas
dos coeficientes de f; e f,.



Exemplo



Exemplo



Exemplo

fx)=x+m
fx)=h(x)+LXx)  HAx)=x  LXx)=mr

fQ(X) ™ a = an, bn == 0
filx)=x  f(x) =372 basin(nx)  impar

a=0 ay=0  by=2 [ xsin(nx)dx =2(-1)""



Exemplo

fx)=x+m
fx)=h(x)+LXx)  HAx)=x  LXx)=mr

fg(X):Tr a = an,bnzo
filx)=x  f(x) =372 basin(nx)  impar

a=0 ay=0  by=2 [ xsin(nx)dx =2(-1)""

A0 = T2 sinm)
fg(X) = 7

B > iy SIN(NX)
fx) = m+) 2(-1)"" ===

n=1



Exemplo (cont.)

sin(2x) n sin(3x) n

f(x) = f1(x) + fo(x) =7+ 2 |sin(x) — 3

original 5 termos

‘OD—IM(AJ-PU\@
O B N W A U O

4 -3 -2-10 1 2 3 4 -4 -3 -2-10 1 2 3 4

15 termos 150 termos

‘l—‘Ob—lebU\m\I
Ok N W A U O

=4 -3 -2-10 1 2z 3 4 -4 -3 -2-10 1 2 3 4



Funcodes de Periodo Arbitrario

f(x) f(1)

X € [—m, 7] te{— ,



Funcodes de Periodo Arbitrario

f(x) f(t)
X € [-m, 7] te {—T,T]



Funcodes de Periodo Arbitrario

f(x) f(1)

T T
X € [—7T77T] te |:—2,2:|
x _ 1
2r T
t T
2T
ax Tdt

X=-1 — t=-1
X=+4+1 —



Funcodes de Periodo Arbitrario
1 T/Zf T

R (2)
1 T/Zf T

A2 O (2)

1 (72 /T
b, = 27T/T/2f<27rx>



Funcodes de Periodo Arbitrario

1 T/2 T 2r
pr— — f p—
ao 27 |12 < x> T dt

an = L T/Zf lx cos n@ 2—7sz‘
n - 27T —T/2 27T T T
1 T/2 T . 2wt\ 27
b, = 27T/T/2f<27rx> sin <nT> Tdt
1 T
a = T/o f(t) dt
2 T
ap, = / f(t) cos(nwt) dt
T Jo

2 T
by = / (1) sin(nwt) dt
T Jo
2

=l
=T



Transformada Continua de Fourier — FT

f(t) — / 7 { Aw) cos(wt) + B(w)sin(wt) } dw



Transformada Continua de Fourier — FT

f(t) = /  { Aw) cos(wt) + B(w)sin(wt) } dw

Aw) = 1 /_ ~ 1(t) cos(wt)dt

™

Bw) — :r/_oo £(t) sin(wi)dt



Transformada Continua de Fourier — FT

f(t) = /  { Aw) cos(wt) + B(w)sin(wt) } dw

Aw) = 1 /_ ~ 1(t) cos(wt)dt

™

Bw) — 1/_00 £(t) sin(wi)dt

™

Notagao com numeros complexos
f(t) — / F(w) 6! duw
roo

Flw) = /_ () e *tat

et = cos(wt) + isin(wt)



Tranformada Continua de Fourier — FT

Usando a relagao de ortogonalidade para e'“! podemos
escrever

Fifiw) = Fw) = Fw)= / T ft) et



Tranformada Continua de Fourier — FT

Usando a relagao de ortogonalidade para e'“! podemos
escrever

Fifiw) = Fw) = Hw)= / T ft) et

—00

Flw) = / () et



Tranformada Continua de Fourier — FT

Usando a relagao de ortogonalidade para e'“! podemos
escrever

Fifiw) = Fw) = Hw)= / T ft) et

—00

o

Flw) = / () et

—00

F(w) € a Transformada de Fourier de f(t)



Exemplo FT

_ 2sin(bw)

w




FT - Pulso Quadrado

Dominio do Tempo

(1t <b
f(t)—{o it > b

Dominio de Frequéncia

2sin(bw)
Flw) = —
4
sl
sk
=
e
1l
ol
~1g 2 4 W 3 8 10



Espectro de Frequéncias - Pulso Quadrado

2 ] 6 B 10 12
w

Relacéo de Incerteza

AtAw > 27



Transformada Discreta de Fourier



DFT — Transformada de Fourier para Sinais Discretos
Transformada de Fourier de uma fungao continua f(t)

Flw) = / T ft) et

—00



DFT — Transformada de Fourier para Sinais Discretos
Transformada de Fourier de uma fungao continua f(t)

e}

Flw) = / £(1) et

—00

Sinal discreto — tempo discreto, frequéncias discretas:
f(t) amostrada com N pontos nos instantes

th=nT, n=0,1,... N-1



DFT — Transformada de Fourier para Sinais Discretos
Transformada de Fourier de uma fungao continua f(t)

Flw) = / T ft) et

—00

Sinal discreto — tempo discreto, frequéncias discretas:
f(t) amostrada com N pontos nos instantes

th=nT, n=0,1,... N-1

(1) — f(ts) = f[n] / —y



DFT — Transformada de Fourier para Sinais Discretos
Transformada de Fourier de uma fungao continua f(t)

[e.e]

Flw) = / £(1) et

—00

Sinal discreto — tempo discreto, frequéncias discretas:
f(t) amostrada com N pontos nos instantes

th=nT, n=0,1,... N-1

(1) — f(ts) = f[n] / —y

N—1
Flogl = > fltsle™ ™| k=0,...,N—1
n=0




Transformada Discreta de Fourier

Direta

FIK] = Zf[n]ex ( ’2”k”> k=0,....N—1

Inversa

fln] = ZF[k] (’2”k”> n=0,...,N—1

f[n] com N pontos no tempo «—— F[k] com N frequéncias



Interpretacao da DFT

Funcodes base — biblioteca de fungdes — N fungdes:

( i27rkn>
e




Interpretacao da DFT

Funcodes base — biblioteca de fungdes — N fungdes:

i2wkn 27kn .. (2mkn
exp ( ——y— | =cos ( =~ |+isin ( =

k=0,...



Interpretacao da DFT

Funcodes base — biblioteca de fungdes — N fungdes:

i2wkn 27kn .. (2mkn
exp ( ——y— | =cos ( =~ |+isin ( =

frequéncias 0 < w < 27n

k=0,...



Interpretacao da DFT

Funcodes base — biblioteca de fungdes — N fungdes:

exp (_127/2/kn> = COS ('%All(n>+isin (27;\7n> k=0,...,N-1

frequéncias 0 < w < 27n

F[k] mede a correlagdo de f[n] com cada uma das fungdes da
base.

FIK] = Zf[n] exp ( ’2”"”> k=0,...,N—1




FuncOes da Base




Base Completa N=10

cossenos senos
cos(0*2*pi*n/N) sin{0*2*+pi*n/M)
Lt 1T T 1 T T T T 1] |
l | l
cos(1#2#pi*n/N) sin(1*2*+pi*n/N)
| 1 * L) | | 1 1 1 1
| r 1 ;1 : ] |
cos(2*2*pi*n/N) sin{2*2*pi*n/N)
| [} [} 1 ] | | 1 h
| i 1 i 1 | | : i
cos(3*2*pi*n/N) sin{3*2*pi*n/N)
| T » PR | L1 1
| I T 1 I T3
cos(4*2#pi*n/N) sin(4*2*pi*n/N)
| P 1 PP | | I 1
| 1 i | | 1 1
cos(5*2#pi*n/N) sin(5*2*pi*n/N)
| 1 1 1 L] |
| i 1 ] l
cos(6*2*pi*n/N) sin{6*2*pi*n/N)
| [} L] 1 ) L] | | 1 1
| ! | i | | ) i
cos(7*2#pi*n/N) sin(7*2*pi*n/N)
| 1 . PR | | t 1
L= 1 i i1 | I 1
cos(8*2#pi*n/N) sin(8*2*pi*n/N)
| [} [} 1 ] 1 | b 1
| | 1 i 1 | | I [
cos(9%2#pi*n/N) sin{9+42*pi*n/M)
1 . s | |

| 7 1 1~ | [ 3 1T 1 3




Exemplo

f=10,-1,0,1,0,—1,0,1,0,—-1]

15

1.0}

05F

0.0}

=0.5}

—1.0}F

-1.5

i

10



Calculando a DFT

Correlacao de f[k] com cada uma das fun¢des da base

-1.000E+00 0.000E+00 i

i : : 1 3[ |

= : 1 5L : 1
-1.236E+00 2.220E-16 1

i : ] g : e
-3.236E+00 T.772E-161

i 1 3f : |

L : 1 33— |
3.236E+00 -1.332E-151

i . . . 1 3f . |

b 1 S 1
1.236E+00 -4.441E-161

{ —_— 1 3f . |

I : 1 30 : 1
1.000E+00 -6.123E-161

 _— . 1 2[ 1

i) . - 1 3L 1
1.236E+00 -8.882E-161

— 1 = : ]

i : 1 5L : 1
3.236E+00 -4.774E-151

i : . . 1 3 i

ik 1 8L |
-3.236E+00 3.109E-151

i 1 3 |

iL . : . ] 8L ]
-1.236E+00 3.109E-151

I : 1 = : ]

i 1 3L . ]




Componentes de |F[k]|

O o0 ~Jo Ul wNhhEFE oD

FIK] = an + i by

w
0.0

6.28318530718
12.5663706144
18.8495559215
25.1327412287
31.4159265359
37.6991118431
43.9822971503
50.2654824574
56.5486677646

a__
-1.
.2360679775
.2360679775
.2360679775
.2360679775
.0
.2360679775
.2360679775
.2360679775
.2360679775

-1

n
0

b_
0.
.22044604925e-16
7.
-1.
-4.
-6.
-8.
-4.
3.
3.

2

n
0

77156117238e-16
33226762955e-15
4408920985e-16
12323399574e-16
881784197e-16
77395900589e-15
10862446895e-15
10862446895e-15



Componentes de Flk|

- a!)

7 b!i §




Espectro de f[n]: |F[k]|

3.5

3.0}

251

|ETH]|

20}

15}

1.00




Frequencias Analisadas

N frequéncias nas base (num de freq. a analisar)
T, tempo de amostragem
fa= %a frequéncia de amostragem

Resolugcao em frequéncia

fa
A=N
Frequéncias analisadas
f—/Af—iE i=0 N—1
I — - N - Y ’



Exemplo Analise 1

Soma de duas frequéncias
y = sin(275t) + sin(2n17t + 7/3)

f1:5HZ, f2:17HZ
Ty = 0.2 Hz, T> = 0.0588 Hz
wy = 31.42rad/s, wo =106.81rad/s



Exemplo Analise 1

Soma de duas frequéncias
y = sin(275t) + sin(2n17t + 7/3)

ﬁ =5 Hz, @ =17 Hz
Ty = 0.2 Hz, T> = 0.0588 Hz
wy = 31.42rad/s, wo =106.81rad/s

#ipython -pylab

t0 = 0. # tempo inicial

tN = 10. # tempo final

dt = 0.01 # intervalo (Ta),

fa = 1/dt # freq. amostragem fa=100 Hz

t = arange (t0, tN,dt) # vetor com os tempos
y = sin(2xpi*5xt) + sin(2xpixl7xt+pi/3.) # soma de fregs

N = 100. # pontos na transformada
f = arange (N) «xfa/N # vetor das frequencias analisadas
plot (£, abs (fft(y,n=N))) # mdédulo fft() do numpy, N frequencias



Exemplo:

Andlise 1

100

0.01 s

100 Hz
1.0 Hz
0,1,2,...,99

Amplitude

80

3



Exemplo: Andlise 2

N = 44
dt = 001 s )
f, = 100 Hz g
Af = 227 Hz 2,
f — 0,2957,454681,. .
...,15.90,18.18,. ..
95.45,97.72 °




Exemplo: Andlise 3

dt
fa
Af

20

0.01 s
100 Hz
5 Hz

0,5,10,15,20,...

Amplitude




Vazamento de Frequencias

Se as frequéncias da base nao coincidem com a frequéncia do
sinal, a amplitude do sinal se distribui em varias frequéncias.

60

e N=100
o N=44

50 ¢ 4 [ y

IS
=)

w
=]

Amplitude

[N
=
—

12—

OU 20 40 60 80 100




Frequencia de Nyquist, Aliasing e Simetria na DFT
Se a frequéncia de amostragem é f; entdo a amostragem
preseva somente frequéncias até a frequéncia de Nyquist
fn = fa/2.

Para frequéncias maiores, ocorre aliasing e as frequéncias sao
amostradas como frequéncias abaixo de fy.

Portanto, na regiao fy < f < f; as frequéncias se repetem e o
espectro € simétrico com o daregiao 0 < f < fy

60 /[ \

/ v\

50 simetria

Amplitude

80 100

40 ¢ (HZ) 60



Implementacao simples da DFT

pseudo codigo

X sinal
X DFT de x

o —

parak=0...(N—1) faca:
X[k] <0
paran=0...(N—1) faca:
X[K] — X[K] + x[n] = e/«okn
fim
fim



Implementacao simples da DFT
Python + Numpy

numpy

dft (y, N=None) :

"""DFT direta

y variavel dependente
N tamanho da DFT

nwn

N==None:
# se nao especificado eh o tamanho de y
N = len(y)

n = numpy.arange (len(y))

F = numpy.zeros (N, dtype=complex)
k range (N) :
Flk] = (1/numpy.sqrt(N))* \

sum(y * numpy.exp (—-1j*x2+«numpy.pixk*n/N))

F




Implementacao simples da DFT

idft (F) :
"""DFT inversa
F coeficientes DFT

nwn

# tamanho da base
N = len (F)

k = numpy.arange (len (F))

f = numpy.zeros (N)
n range (N) :
fln] = (1/numpy.sqrt (N))x\

sum (F * numpy.exp (1j*2+xnumpy.pixkxn/N))




Implementacao simples da DFT

fregs (x, N=None) :
"""Calcula frequencias de uma DFT

x variavel independente
N tamanho da DFT
mnn

==None:

N = len (x)

# se x especificado usa para determinar freqgs
# taxa de amostragem

dx = numpy.diff (x).mean ()

# freq amostragem

fa = 1/dx

# resolucao em frequencia

df = fa/N

# frequencias da DFT

fregs = numpy.arange (N) % df

fregs




Exemplo de Uso - remogao de ruido
sinal chirp original e com ruido removido no dominio de
frequéncia.

# ipython -pylab

# le os dados
X,y = loadtxt ('chirpnoise.dat').T

# importa modulo de DFT
dftff

# DFT do sinal
F = dftff.dft (y)

# zera frequencias do ruido
F[55:945] = O

ydnz = dftff.idft (F)

figure ()
plot( x,y, 1lw=0.5)
plot ( x,ydnz, lw=2)




Exemplo de Uso (cont.)

sinal chirp original e com ruido removido no dominio de
frequéncia.

12.0

115

11.0

10.5|

100 |

9.5}

9.0F

85}

8'00

4I0 Gb SIO 100



Exemplo de Uso (cont.)

sinal chirp original e com ruido removido no dominio de
frequéncia (detalhe)

W

11.0 I
105}
100}

o5}

9.0f |‘1

u 1A
as| ]Mr‘f Al »,| \ ,

8'00 5I 1I0 15 2h 2L3 3h 35 40



Propriedades da Transformada de Fourier

Completude
F.cN-cV



Propriedades da Transformada de Fourier

Completude
F.cN-cV

Ortogonalidade

> (e%k”> (e_%k'”) = N Spr



Propriedades da Transformada de Fourier

Completude
F:cN—-cN

Ortogonalidade

N—1

Z (e%k”> (e_%k,”) = N(Skk/

n=0
Teorema de Parseval

N—1 N—1



Propriedades da Transformada de Fourier (cont.)

Teorema da Convolucao

Fi{xxy} = F{x} - F{y}

F{x-y}=F{x}* F{y}

xxy=F "{F{x} F{y}}



Propriedades da Transformada de Fourier (cont.)

Teorema da Convolucao

Fi{xxy} = F{x} - F{y}

F{x-y}=F{x}* F{y}

xxy=F "{F{x} F{y}}
A convolugao no dominio temporal é a multiplicagdo no dominio de
frequénicias
A multiplicacao no dominio temporal € a convolugao no dominio de
frequéncias



Propriedades da Transformada de Fourier (cont.)

Linearidade
se
x[n] = x1[n] + xe[n]

entao
X[k] = Xi[n] + Xz[n]



Pares de Transformadas Importantes

Funcao Pulso Unitario

_ 1 it <b
f(t)—{o 1> b

FIAD) = Flw) = /_OO (1) et di

b

_ /b efiwt gt _e—iwl‘
—b lw ] _p

ewb — g=iwb  2gin(wb)

lw w

2sin(wb)

w



Pulso Unitario

b=

5

Transformada

Espectrograma




Exemplo

vetor de valores aleatérios

y = valores aleatorios DFT(y)

0 2000 3000 5000 8000 10000



Exemplo

vetor de valores aleatérios media de 10 pontos

y*hyy Flyxhio} =F{y}F{ho}

2000 3000 5000 8000 10000 2000 4000 6000 8000 10000



Exemplo
Tranformada do vetor de valores aleatérios e do vetor de 10 pontos

FHy} e 2sin(bw)/w

250




Filtros Digitais

Quadrados

hqg(n) :

1/float (n) xarray (nx[1])

Triangular

(n) :
n de cada lado
= n/2
calcula coeficientes
= (n—abs (arange (-n,n+l)))
normaliza
= h/float (h.sum())
h

[ S e N2
o




Filtros Digitais

In [68]: hg(l0)
Out[68]: array([ 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 0.1,
0.1, 0.1, 0.1])

In [69]: len(hg(10))
Out[69]: 10

In [70]: hg(l0) .sum()
Out[70]: 0.99999999999999989




FIM

por enquanto



